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MM I. Examen 11

Ejercicio 1. Para valorar la eficacia de una vacuna contra un virus, se esta estu-
diando la posibilidad de emplear una ecuacion en diferencias de la forma:

Tny2 + 1Ty + agry, =0, ag,a; € R.

La incégnita x,, representa el niimero de virus una vez transcurridos n dias desde
la primera dosis de la vacuna. En los experimentos, se observa que:

= Si pasado un dia desde la primera dosis de la vacuna el nimero de virus se ha
dividido por tres, también se divide por tres en los dias siguientes.

= Si pasado un dia desde la primera dosis de la vacuna el nimero de virus se ha
cuadruplicado, también se cuadruplica los dias siguientes.

Suponiendo que la evolucién del virus se describe con la ecuacion dada, y teniendo
en cuenta los resultados de los experimentos anteriores, se hace otra prueba y se
observa que pasado un dia desde la primera dosis de la vacuna, el nimero de virus
es xp = ¥o/2.

» (1 punto) ;Cuédntos virus habra cada dia?
» (0.5 puntos) ;{Qué ocurrird con el virus a largo plazo? ;Es efectiva la vacuna?

Ejercicio 2. Se considera la ecuacion en diferencias

Tpio + Tpy1 + ATy = Oa ap € ]07 1/4[7

n
asi como una solucién {x,} de la misma. Definimos S,, := ) z; la suma de los
i=0
primeros n + 1 términos de la sucesion. Se pide:

1. (1 punto) Determina la ecuacién en diferencias satisfecha por {5, }.

2. (1.5 puntos) ;Qué relaciéon hay entre el polinomio caracteristico de la ecua-
cién dada y el de la ecuacion encontrada en el apartado anterior? Razona tu
respuesta.

3. (0.5 puntos) ;Es la sucesién {S,,} convergente? Razona tu respuesta.

Ejercicio 3. De un sistema no lineal de ecuaciones en diferencias que describe la
interaccién entre tres especies (a las que llamaremos (z,y, z)) en distintos periodos
de tiempo, se sabe que P = (1,0,1) es un punto de equilibrio. También se conoce
que la matriz jacobiana asociada al modelo viene dada por:

sty v—1 ae'™
J(z,y,2) = | ¥3a  *Fa  wa |, a € R.
0 y/a — /2

Se pide:

1. (0.5 puntos) Encuentra de forma razonada una condicién suficiente que ga-
rantice la estabilidad asintética del punto de equilibrio P.
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2. Considere el siguiente sistema:

( 1 17
Tpy1 = : Zlfi + TplYn — Yn — 261_Zn + Ev

>

1
Yn+1 = § * TnYnin,

1 1
\Zn+1=—'y3——'25+—

4

a) (0.5 puntos) ;Responde este sistema a las condiciones expuestas en el
enunciado del problema? En caso afirmativo, estudiar para qué valor(es)
de « se tiene.

b) (0.5 puntos) ;Existe algin estado de equilibrio de dicho sistema que con-
temple la extincion simultanea de dos de las tres especies?

c) (1.5 puntos) jExiste algin estado de equilibrio de dicho sistema, distinto
de P, con y = 07 ;Es estable?

3. (0.5 puntos) ;Se puede determinar otro sistema distinto al anterior que res-
ponda a las condiciones expuestas en el enunciado del problema? Justifica tu
respuesta.

Ejercicio 4. (2 puntos) Se quiere emplear el sistema en diferencias X, 1 = M X,
para estudiar la evolucion de una poblacién estructurada en tres estados: x, y, z.
La matriz M es de probabilidad y X, es el vector que describe la proporcién de
poblacién correspondiente a cada estado:

1o 1/y 1/ Ty,
M=\Ys b Vs, Xo=|un], a,bc€RT, 0L Ty, Yo, 20 < L.
a ¢ 13 Zn

. Pueden determinarse valores de a, b, ¢ sabiendo que a largo plazo la proporcién
de poblacién asociada al estado x es 5/117 Justifica tu respuesta y, en caso afirmativo,
calculalos.



